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基于相对熵的可拓群决策可靠性与敏感性研究

朱佳俊，郑建国，覃朝勇
(东华大学工商管理学院，上海200051)

摘 要：在分析相对熵理论与方法的基础上，将可拓转换与熵优化相结合，以决策优化为中心，阐述了可拓

群决策的可靠性和敏感性分析过程。通过将定性分析与定量研究相结合，实现了决策论域中对象在不确

定条件下的比较与选择，提高了可拓群决策多因素分析、多方案择优的准确性和可信度。
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可拓决策理论是在决策空间内通过关联函数及

可拓变换来寻求满意方案的一门理论。可拓决策方

法以可拓集合为数学工具，将物元分析与可拓集合

相结合，用关联函数分析决策各子系统间的相容性，

从而寻求满意方案，是解决经济科学与客观世界中

普遍存在的不相容问题的有力工具和决策方法。文

献E1]在分析了影响目标优化因素的基础上j应用可

拓决策理论建立了目标优化可拓决策模型。文献

[21把可拓学理论中的关联函数、合格度、优度概念

引入群体决策，提出了各专家决策结果一致性评价

模型。文献[3]应用可拓理论的知识表达和推理技

术提出了基于可拓专家系统的智能决策支持系统。

文献[4]运用可拓理论改进了模糊灰色关联分析。

文献[5]针对模糊灰色决策的局限性，应用模糊集、

可拓集、灰色系统和集对分析提出了模糊灰色可拓

决策系统。此外，还有一些学者将可拓方法应用于

如下方面：第三方物流关键客户的综合评价[6]、土地

整合项目的评估与决策[7]、地空导弹综合射击指挥

决策Is]、大型电力变压器状态评估[9]、风险投资决

策‘101等。

熵理论或熵原理最早是德国物理学家Clausius

提出的。1929年，Szilard将熵减少同获得信息相联

系，找出了熵减少的可能原因。1948年，Shannon

将熵用于度量一个随机事件的不确定性或信息量，

从而奠定了现代信息论的科学理论基础，并把熵的

量化应用扩展到对系统的不确定性、无序性的量化。

1957年，Jaynes根据熵与统计推断的关系。运用线

性矩约束，通过对Shannon熵的目标极大化，导出
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一个概率分布，从而得到极大熵原理。Kullback将

Shannon熵和Fisher信息函数结合起来，建立了K—

L信息函数。国内学者顾昌耀和邱菀华定义和发展

了复熵[11。。

群决策的主要任务是将各个决策个体的偏好集

结成为群体偏好，以便决策群体对备选方案进行偏

好判断及排序择优。而熵及熵优化理论是一种较好

的优化工具，对于提高群决策的偏好集结效果具有

一定意义。基于物元可拓理论和相对熵理论，本文

研究多维物元群决策的权重优化，通过不确定条件

下的可拓关联，阐述了基于相对熵的可拓群决策的

可靠性和敏感性分析过程，并以我国江苏省无锡某

大型汽车零部件制造企业为例，在群体交互和个体

偏好集结的基础上，通过观察决策者决策效用值的

变化方向、程度以及影响方案排序变化的主要因素，

对决策者决策的可靠性和重要性进行分析，并对新

产品上线方案进行系统评价和筛选。

l 基于相对熵的可拓群决策权重优化

群决策中决策者有各自的期望标准，在评价过

程中较多引用了专家的定性评价指标，虽然这些数

据能够在某种程度上反映各指标的状况，但由于各

指标本身的性质及复杂程度不同，因此信息质量也

会不尽相同。因此，引入相对熵的方法，依据信息质

量对指标权重进行调整，从而提高权重设置的合理

性与科学性。
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∑Y；，称h(X，y)一∑zilog(导)为X相对于Y
的相对熵。其中，X一(z1，z2，⋯，z。)，Y=(y1，

y2，⋯，y。)(i一1，2，⋯，咒)。

定理1[12]：若h(X，y)为X相对于y的相对

熵，当且仅当毛=Y；(i一1，2，⋯，咒)，则

h(X，n 2蚤划。g(蚤)≥o，蚤引。g(蚤)一0。
定理1表明，当两个离散概率分布X一(z，，

z2，⋯，z。)和Y一(yl，Y2，⋯，Y。)完全相等时，X相

对于y的相对熵达到最小，因此可以用相对熵来度

量两者的符合程度。

结合定理1，在对偏好效用值规范化的基础上，

根据各个决策者的偏好效用值；口与群偏好向量X。

之间的偏离值极小化的原理，生成相对熵的非线性

规划，如下：

minQ(X。)=∑哪∑z—log争。 (1)

其中，E-F—z口／∑z。，∑哪=1，∑z一=1。得

到最优解：

X；一(z未，z五，⋯，z二巧岁’

z；=II(￡。)’／∑Ⅱ(幻)％；

to=zF／∑z西。 (2)

根据各方案熵值可得到最优方案权重系数’，；：

弧=z；／∑z；。 (3)

通过对最优方案权重系数yi排序，可以得到最

优的方案排序c．。

设R；={R。，R：，⋯，R。}，表示以个方案，R；的

m个决策者cj一(c，，cz，⋯，f。}，决策者q的决策水

平向量E一(Pl』，ezj，⋯，ed)，eo=1一l△L l—l型l。

其中，△L=L．i—L。，表示决策者fi与f．对方案

R；所排次序的位置差异；削一d。；一d¨表示决策
者C，与f．对方案R的评价值差异。当决策者0的

决策水平向量与f．的决策水平向量的差异为0时，

也即Ej一(1，l'．．·，1)时，说明该决策者的决策准

确性和可靠性高。

定义2：决策者f，的决策水平用熵Hf来测度，

Hj等于cj的决策水平向量各分量的广义熵之和，即

Hi=∑^口， (4)

铲氍芝m训￥三e／qP<1“，
根据决策者C，的决策水平测度H，，运用简单

算术平均计算可以得到群体决策水平测度HG：

HG一去蚤Hjo (6)

由于熵函数马是J r三，1 l上的非负降函
数m]，因此决策者ci的决策的不确定性越小，决策

的可靠性就越高，决策熵越小，其决策水平越高。于

是，可得到基于可靠性熵H，的决策者权重：

届一毒／耋巧1。 (7)

研究与应用相对熵，一方面可根据决策者决策

水平向量来确定最优的专家权重和方案权重，从而

实现可拓群决策的动态权重优化，另一方面可在不

确定的条件下通过相对熵判断决策的可靠性，确定

影响因素的主次和程度等，为敏感性分析提供可行

的条件与依据，从而提高可拓群决策的可行性与可

靠性。

2基于权重优化的可拓群决策敏感性

分析

可拓群决策的敏感性分析，是研究和预测每个

可行方案在可能的评价范围内的变动对实现预期目

标的影响程度，从而在外部条件不确定情况下对决

策者的决策能力做出判断和观测。敏感性分析的目

的在于：一，通过对模型的决策者决策结果进行分

析，确定各决策属性敏感性系数，重点考虑敏感性系

数较大的属性；二，用敏感方向反映效用值对评价结

果的作用方向，并以此确定效用值的变化对项目决

策的影响程度。这样，就可以大大降低模型的复杂

度和不确定性，提高了模型的稳定性和可靠性，从而

为决策提供科学的依据。

定义3[1引：设U为论域，志为【，到实域(一o。，

+。。)的一个映射，T一(R，L，T。)为给定变换

(Tv表示对论域U的变化，L表示对关联函数后

的变化，L表示对元素U的变化)，称A(T)一{(“，

Y，y)|U∈而U，Y=愚(甜)∈(一oo，+oo)，y=

Tkk(T．u)∈(一。o，+oo)}为论域U上的一个可拓

集合，其中，Y=愚(“)为A(T)的关联函数，y一

瓦南(T。U)为A(T)的可拓函数。当不存在幺变化

时：当Y≤0且y≥0，则A(T)存在正可拓域；当Y

≥0且y≤0，A(T)存在负可拓域；当Y≥0且y≥

0‘，A(T)存在正稳定域；当y≤0且y≤0，A(T)

存在负稳定域；当y一0时，A(T)存在拓界。

定理2u5。：设A。是U上的一个可拓集合，元素

U∈U，若y一是氲(“)>一1，则存在经典域变换T，

使y—n愚丽。(“)>0。
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通过定义3和定理2，我们可以发现可拓域中

的元素通过可拓经典域的变换实现“量”与“质”的相

互转化，从而得到如下推论：

通过经典域变换丁，当Y<y时，称丁为增效

变化，当y>y时，称T为减效变化；当y×y<0

时，称T为质变化，当Y×y>0时，称T为量变化。

设R；一{R。，R。，⋯，R。}，表示，z个方案，Ri的

m个决策者f，一{fl，c2，⋯，c。}，R的向量值f，(Ri)
= (fl(Rf)，c2(R‘)，⋯，c。(RI)) 一 (乱订，Mfz，⋯，

“抽)(i一1，2，⋯行；-f一1，2，⋯m)，则多维可拓群决

策的复合物元Ri=(N，cf，乱。)。

定义4：给定群决策的复合物元集R={R)=

{R Ri=(N，c，，U；，)∈R，Ud∈U}和可拓集合再

={(“d，y)l U#∈U，Y—k(ud))，则R上的一个物

元可拓群决策集

A(R)={(R，y)l Ri=(N，q，蜥)∈R，y—

K(R)，y=LK[L(R)]}。

其中，评价量值与区间的关联度为

f]喾纠yc坐 (哟∈Uf)I r 、”v、-o 7

毛咛1耐U剃‰U U‰㈣。∞’ID(#，u)一』D(d，‘)
、””-一7

式(8)中：p(u口，U‘)表示点‰与经典域的有限

区间【，‘的距离；p(u#，【，)表示点““与节域的有限

区间U的距离。。点“与有限区间U(a，6)的距离的

计算公式为：

p(U，U)=I U+(口+6)／Z f一(6一口)／Z。(9)

那么，基于决策者c，的熵权重卢i和方案R，的熵

权重y；，可得综合熵关联度：

麒励一蚤嚣[万南善肫‰儿(10)
根据物元扩缩的原理，结合定义4，得Ty(％)

=a(vⅡ)，当口>1时为扩大变换，当0<口<1时为

缩小变换。则方案R；关于决策者fi的物元可拓群

决策集的敏感性分析集为：

F(尺)一{R，y，y R=(N，以，删Ⅱ)∈R，Y一

是(唧o)，y=瓦正(L(唧d))}。

结合定理2，可以得到可拓群决策集的敏感度：

&：丝挚。 (11)
,'10t

式(11)中：△L表示可拓变换导致方案排序位

置的变化幅度；甜：表示在口变换下的可拓关联度

的变化幅度，旬：=I yt—y二。I；如表示该决策者
评价数据的变化幅度。

敏感度s口客观、全面地反映了方案R；受决策

者c，的评价变化的影响，这种影响的结果主要体现

在方案排序名次的差异和方案综合可拓关联度的差

异上，s口越大，说明决策结果受决策者f；的影响越

大。

3 实例分析

无锡某大型汽车零部件制造企业为了扩大产品

规模、提高生产效率，根据市场调研的资料拟定了4

个新产品上线方案，并建立了可拓群决策模型对新

产品上线方案进行系统分析与决策。其中，专家集

c={fl，f2，f3，f4，c5)，方案集R={R1，R2，R3，R4)，

设定专家初始权重口=(0．2，0．2，0．2，0．2，0．2)，评

价的经典域L。={R。I z-=E60，70]，l：=ETo，80]，

13一E80，90]，l。一[90，lOO])，节域Lp={Rp Rp

一[60，lOO-1)，方案权重)，；的迭代误差￡一0．0001。

专家对方案集评价的多维可拓群决策的复合物

元为：

Rf一(N，q，％)一

81 83

73 77

81 83

88 91

89 85 82

90 69 76

82 69 76

87 86 83

根据相对熵的原理，运用式(2)和式(3)，采用循

环迭代的方法，求得满足误差e一0．0001的最优方

案权重yf一(0．258，0．237，0．238，0．267)，得到方

案的最优排序为R。>R，>R。>R：。根据最优方

案权重竹和最优排序，运用式(5)到式(7)求出专家

c；的熵可靠性及权重，见表1。

裘1专家q的熵可靠性及权I

cl E H． 可靠性 B

C1 (O．9856，o．9779。一o．0242，o．9894) o．6925 80％ O．2436

C2 (0．9813。o．9871．一o．0198。o．9892) o．7002 80％ o．2409

C3 (0．9963．一2．0438．一0．0053。一1．0334) 3．6778 <30％ 0．0459

“ (0．9678，一0．029l。0．9678，0．9796) 0．7165 79％ O．2354

f5 (O．9979，一o．0059．o．9972．o．9901) o．7200 79％ o．2343

Hc 1．3014 55％ 1

从表1可以看出：专家c。的决策可靠性最差，

其余专家的可靠性比较接近；受专家c。的影响，群
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决策的整体可靠性只有55％。由于可靠性分析只

能反映决策者的决策结果与最优排序之间的差异
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度，无法反映决策效用值的变化对决策结果的影响，

因此，在可靠性分析的基础上引入可拓变化和敏感

性分析，可以迸一步判断决策者的重要性及影响程

度。根据设定的节域和经典域，运用式(8)到式(10)

得到表2。

袭2决策方案R的可拓分类

关联度
方案 方案评价

Z1 f2 如 “

Rl ——0．686 —0．336 0．532 一O．881 良好

R2 —0．280 0．385 —0．541 ——0．738 中等

R3 ——0．582 O．043 一O．128 ——0．624 中等

R^ 一O．811 ——0．640 0．507 ——0．480 良好

群决策可拓变化的作用主要表现为：一方面，可

以观察经典域的变化对方案排序的影响，另一方面，

可以根据各评价对象的效用值变化来观察方案排序

变化的幅度与空间。从表2可以看出，可拓群决策

通过可拓变换，得到了各方案的动态评价和方案排

序(即R。≈R。>R。≈R。)，也就是说，在基于相对

熵的权重优化基础上，方案R。和R。具有相似的可

拓性，都属于“良好”范围，而方案R。和R。也具有相

似的可拓性，都属于“中等”范围。这种动态的模糊

分类有助于观察方案间的差别以及方案等级变化的

可能性。

由于专家C。、C。、“、c。的可靠性比较接近，都

在80％左右，因此必须通过可拓敏感性分析来确定

专家对方案排序的影响程度。运用式(11)观察4位

决策者的评价值上下浮动10％时对方案排序的影

响，可得到表3所示的结果。

表3专家C1、c2、C‘、f5的可拓敏感性分析表

CI C2 f4 C5

方案
△L S口 △L S △L & △L S

RI fz—Z3 0．2543 如—，如 O．0011 Z3一如 0．0020 Z3 o如 0．0020

R2 Z1_f2 0．2740 f24 Z2 O．0014 f2一如 0．0030 Z2—}如 0．003I

R3 如一如 0．2543 Z2·如 0．251l 如—’如 0．0027 如一如 0．0028

R- 如一f4 0．2799 Z3—·如 0．0018 如—，如 0．0018 如—’如 0．001 7

注：“一”表示评价区间的变化方向。

通过观察表3可知：专家C，对各方案的影响程

度最大，各方案的评价等级都发生了变化，方案排序

变化为R．>R1≈R。>R：；而专家c2只对R。有影

响，方案排序变化为R。≈R，≈R。>Rz；专家c一和

c。对各方案没有太大影响，方案排序没有发生变化。

因此，通过可拓群决策的可靠性和敏感性分析

可知：最优方案为R。，其等级变化区间在l。一厶之

间，最差方案为R。，其等级变化区间在l。一lz之

间；敏感性作用最大的是专家f。，其决策变化对方

案的静态评价结果的影响最大；可靠性最差的是专

家c。，可以考虑更换或去除此专家以提高群决策的

整体可靠性。

4 结论

本文针对可拓群决策的有效性和系统性问题，

通过相对熵来实现可拓群决策的可靠性分析和影响

因素的分类与判断，为敏感性分析提供最优客观权

重。在可靠性分析的基础上，结合敏感性分析来进

一步观察群决策影响因素的主要内容、变化范围以

及对方案选择的影响程度，对可靠性分析起到了补

充和深化的作用。将物元分析、可拓变换和相对熵

结合起来，通过对不确定条件下的可拓群决策进行

可靠性和敏感性分析，可以从静态和动态的角度观

察决策者决策效用值变化的方向和程度，确定主要

影响因素和可拓变量，实现在群体交互和个体偏好

集结基础上的多方案的可拓识别、筛选、分类，从而

提高群决策的效率和效果。
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