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摘 　要 :本文在标准 Black2Scholes 型金融市场假设下 ,利用在险收益 ( EaR)来度量投资组合的风险 ,建立了

基于机会约束的在险收益动态投资决策模型 ,讨论了最优常数再调整策略意义下的最优投资策略 ,给出了

有效边界的显式表达式 ,并结合算例说明了模型的求解方法。
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　　投资组合选择及对其实施相应的风险管理是投

资决策的核心问题。1952 年 Markowitz 建立了均

值 - 方差模型 ,首次提出了用方差来度量风险 ,认为

当实际收益 (费用) 偏离其期望值时 ,投资就存在风

险。但在现实中 ,人们往往关注的是实际收益 (费

用)低于 (高于)预期的情形 ,而方差无法描述投资者

的这种风险偏好 ,因此 ,从风险管理的观点来看 ,方

差并不是一个令人满意的风险度量。

基于此 ,国内外不少学者致力于寻找一个更为

合理、实用的方法 ,以期更为准确地衡量和控制风

险 ,并取得了许多研究成果。新近发展起来的风险

价值 (VaR ,value at risk) 概念 ,是用以衡量给定投

资组合在未来资产价格波动下可能或潜在的损失。

由于其采用简洁、清晰的概念描述了金融资产面临

的市场风险 ,因此成为当今国际上最流行的金融风

险管理方法之一。在此基础上 , Emmer 等[ 1 ] 提出了
在险资本 (CaR ,capital at risk) 的概念 ,用以代替方

差来衡量风险 ,同时考虑到静态分析的局限性 ,建立

了动态投资组合选择下的均值 - CaR 模型。李仲

飞等[2 ] 则引入了另一种风险度量 , 即在险收益
( EaR ,earnings at risk) ,在标准 Black2Scholes 型金

融市场的前提下 ,建立了动态投资组合的均值 -

EaR 模型 ,并讨论了模型的最优解和有效边界。

投资者往往要求实际收益率比某一期望收益要

大 ,从而以该目标为导向制定相应的最优策略。然

而 ,现实中所做的决策在某些情况下可能不满足约

束条件 ,为此可以采取如下原则 :允许所做决策在一

定程度上不满足约束条件 ,但该决策应使约束条件

成立的概率不小于某一事先给定的水平。该原则即

为由 Charnes 和 Cooper 提出的一种随机规划 ,即机

会约束规划[3 ] 。

由于机会约束规划能够根据投资者自身的风险

态度来选择一个合适的概率水平 ,因此具有很强的

可操作性 ,其无论是在投资决策的理论研究还是实

际运用中都占有重要的位置。例如郭福华[ 4 ]和韩其

恒等学者[5 ]分别研究了单阶段前提下的基于机会约

束的方差和 VaR 投资决策模型 ;彭大衡等学者[6 ] 同

样考虑到单阶段分析的局限性 ,研究了机会约束下

动态投资决策模型 ,并利用 CaR 来衡量投资者所面

临的风险。受上述文献的启发 ,本文采用 EaR 来度

量投资组合的风险 ,在标准 Black2Scholes 型金融市

场假设下 ,建立了基于机会约束的 EaR 动态投资决

策模型 ,然后讨论了最优常数再调整策略意义下的

最优投资策略和有效边界 ,进一步拓展了李仲飞

等[2 ]的结论。

1 　模型建立

111 　模型假设

考虑一个标准 Black2Scholes 型金融市场 ,其中

包含一种无风险资产 ( i = 0) 和 n 种风险资产 ( i =

1 ,2 , ⋯, n) ,它们的价格过程 P0 ( t) 和 Pi ( t) ( i = 1 ,

2 , ⋯, n) 在计划期 t ∈[0 , T ] 内满足方程 (1) :

d P0 ( t) = P0 ( t) rdt , P0 (0) = 1

dPi ( t) = Pi ( t) [ bi dt + ∑
n

j = 1

σij dB j ( t) ] , Pi (0) = 1 。

(1)
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在方程 (1) 中 , r 为无风险资产的利率 , bi 为风

险资产 i 的瞬时期望收益率 ,σij 为影响第 i 种资产的

第 j个不确定性因素的瞬时标准差 , B ( t) = ( B1 ( t) ,

B2 ( t) , ⋯, B n ( t) ) T ,为 n - 维标准布朗运动。记 b =

( b1 , b2 , ⋯, bn) T ,σ= (σij ) n×n 。为简单起见 ,我们假设

bi ≥ r 且σ可逆。

对于 投 资 组 合 π( t) = (π1 ( t) , π2 ( t) , ⋯,

πn ( t) ) T ,其中πi ( t) ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 为时刻 t 投资于

第 i种风险资产的比例 ,则时刻 t 投资于无风险资产

的 比 例 为 π0 ( t) = 1 - π( t) T I , 其 中 I =

(1 ,1 , ⋯,1)

n

。设时刻 t 的财富为 W
π( t) ,不考虑交易

费用和税赋 ,且假设资产组合投资策略π( t) 是自融

资的 ,则财富过程满足式 (2) :

dW
π( t) = W

π( t) { [ (1 - π( t) T I ) r +π( t) T b] dt +

　　　　　π( t) TσdB ( t) } 　　　　　　　　。(2)

W T (0) = w

在式 (2)中 , W > 0 , 为投资者的初始财富。

本文仅考虑投资组合是常数再调整策略意义下

的情况 ,即对任意的 t ∈[0 , T ] ,资产组合投资策略
π( t) = π= (π1 ,π2 , ⋯,πn) T 为一常数向量。需要注

意的是 ,在这种策略下 ,虽然投资在各资产上的财富

比例不随时间而改变 ,但由于不同时间段的资产价

格是变动的 ,因此为了保持财富比例不变 ,就必须不

断调整头寸 ,因而这种策略仍然是一个动态的投资

策略。此时 ,根据标准的 Itô 积分以及 E[ esB j
( t) ] =

e
ts2

2 ,可以得到时刻 t ∈[0 , T ] 时的财富过程[2 ] :

W
π( t) = wexp [ (πT ( b - rI) + r - ‖πTσ‖2 / 2) t

+πTσB ( t) ]。 (3)

且其期望值与方差分 别 为 E[ W
π( t) ] 和

V ar[ W
π( t) ] , 如式 (4) 、式 (5)所示。

E[ W
π( t) ] = wexp [ (πT ( b - rI ) + r) t ]。 (4)

V ar[ W
π( t) ] = w2 exp [2 (πT ( b - rI) +

r) t ][exp ( ‖πTσ‖2 t) - 1 ]。 (5)

在式 (5)中 , ‖·‖表示 Rn 空间中的欧氏空间

中的范数。

112 　模型构建

李仲飞等学者[2 ] 首次提出了在险收益概念 ,其

具体表述如下 :

定义 1 : 设 w 是初始资本 , T 是已知的时间水

平 ,ρ0 (π) 为证券组合投资策略π的终端财富 W
π( T)

的α - 分位数 , 即 P[ W
π( T) ≤ρ0 (π) ] = α, 其中

P(·) 为概率 , 记ρ(π) = E[ W
π( T) | W

π( T) ≤
ρ0 (π) ] ,即表示证券组合投资策略π的终端财富

W
π( T) 发生在其α- 分位数ρ0 (π) 之下的条件均值 ,

则证券组合投资策略π的在险收益为 EaR (π, w ,

T) , 如式 (6)所示。

EaR (π, w , T) = E[ W
π( T) ] - ρ(π) 。 (6)

由此可知 ,在险收益利用证券组合投资策略的

终期财富总均值与其在某一置信水平之下的条件均

值之间的差距来衡量风险 ,因而较之方差等传统风

险度量工具 ,该方法更侧重于对影响投资绩效的目

标进行管理 ,从而更接近于投资者对风险的真实心

理感受 ,并因此更有利于经营管理目标的实现。
若以 zα表示标准正态分布Φ的α - 分位数 ,则

在上述模型假设的基础上 ,在险收益 EaR (π, w , T)

可以表示为方程 (7) [2 ] 。
EaR (π, w , T) = wexp [ (πT ( b - rI) + r) T ][1 -

Φ( zα - ‖πTσ‖ T)
α ]。 (7)

正如前文所指出的 ,由于现实生活中投资者往

往要求实际收益率比某一期望收益要大 ,并需要考

虑到所做的决策在某些情况下可能不满足约束条

件 ,因而需要机会约束规划对此做出相应的约束。

设 R 为投资者的末期期望回报率 ,则我们可以

得到一个基于机会约束的 EaR 动态投资决策模型 ,

如式 (8)所示。

min
π∈Rn

EaR (π, w , T)

s1 t1 Pr ob[ W
π( T) ≥R ] ≥β。 (8)

在式 (8) 中 ,β为给定的置信水平 ,表示投资者

终期实际财富大于等于期望收益的概率 ,投资者能

够根据自身的风险承受能力来选择适当的β值 ,其

值越大说明投资者对风险越是厌恶。

根据式 (7)可知 ,当且仅当 f (π) = [πT ( b - rI )

+ r] T + ln[1 -
Φ( zα - ‖πTσ‖ T)

α ] 取最小值时 ,

目标函数取得最小值 ,又根据式 (3) ,于是模型 (8)等

价于式 (9)所示的模型。

min
x ∈Rn

f (π) = [πT ( b - rI) + r] T + ln[1 -

Φ( zα - ‖πTσ‖ T)
α ]

s1 t1 Pr ob{ wexp [ (πT ( b - rI) + r - ‖πTσ‖2 / 2) t

+πTσB ( t) ] ≥R} ≥β。 (9)

2 　模型求解

为方便起见 ,但不失一般性 ,我们假设α< 015 ,

β> 015 ,并因此有 zα < 0。

首先 ,根据式 (4)和式 (5) ,可得到式 (10) 。

lnW
π( t) ～ N (ln w + [πT ( b - rI ) + r -

‖πTσ‖2 / 2 ] t , ‖πTσ‖2 t) 。 (10)

于是 ,利用 U =
lnW

π( T) - E(lnW
π( T) )

V ar (lnW
π( T) )

～
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N (0 ,1) , 可得式 (11) 。

Pr ob[ W
π( T) ≥R ] = Pr ob (lnW

π( T) ≥ln R) =

Pr ob{ U ≥ ln R - E[ lnW
π( T) ]

V ar[ lnW
π( T) ]

} = Pr ob{ U <

E[ lnW
π( T) ] - ln R

V ar[ lnW
π( T) ]

} = Φ{
E[ lnW

π( T) ] - ln R

V ar[lnW
π( T) ]

} 。

(11)

由式 (11)可得到式 (12)所示的约束条件。

E[ lnW
π( T) ] - ln R

V ar[lnW
π( T) ]

≥Φ- 1 (β) = zβ。 (12)

下面 ,我们分两种情况来考虑式 (12)的求解 :

①首先考虑 b = rI , 即市场是风险中性的情形 ,

此时式 (12)可变形为式 (13) 。

‖πT ‖2 ≤2 (ln w + r - ln R)

1 + 2 zβ T
, (13)

所以 ,模型 (9)可等价为模型 (13) 。

min
x ∈Rn

f (π) = rT + ln[1 -
Φ( zα - ‖πTσ‖ T)

α ]

s1 t1 ‖πTσ‖2 ≤2 (ln w + r - ln R)

1 + 2 zβ T
。 (13)

注意到 ,当 zα < 0 , Φ( zα - ‖πTσ‖2 T) 随着

‖πTσ‖2 的增大而增大 ,所以当且仅当 ‖πTσ‖2 =

0 , 即π= 0 时模型 (13) 有最优解 ,即投资者将所有

的资产投资于无风险证券 ,实际上这是由于在风险

中性市场中 ,市场不提供风险报酬所决定的。

②其次讨论 b - rI ≠0 的情形 , 此时市场风险

非中性。为求解优化模型 (9) ,先考虑式 (14) 的求

解。

min
x ∈Rn

f (π) = [πT ( b - rI) + r] T + ln[1 -

Φ( zα - ‖πTσ‖ T)
α ]

s1 t1 ‖πTσ‖ =ε。 (14)

在式 (14) 中 ,ε为任意正数。由πT ( b - rI) =

(πTσ) [σ- 1 ( b - rI ) ] ≤‖πTσ‖·‖σ- 1 ( b - rI ) ‖ =

εθ, 其中θ= ‖σ- 1 ( b - rI ) ‖。可知 ,当πT ( b - rI ) =

εθ成立 ,即取π=πε =
ε
θ

(σσT ) - 1 ( b - rI ) 时 ,式 (14)

有最小值 ,如式 (15)所示。

f (πε) = (εθ+ r) T + ln[1 -
Φ( zα - ε2 T)

α ]。

(15)

当 ‖πTσ‖ =ε时 ,式 (12)变形为式 (16) 。

πT ( b - rI) ≥ zβε

T
+
ε2

2
+

lnR
T

- r -
lnw

T
。 (16)

因为当π=πε时 ,πT ( b - rI ) 取得最大值 ,故将

π = πε代入式 (16) , 得到式 (17) 。

[ε- (θ-
zβ

T
) ]2 ≤ (θ-

zβ

T
) 2 - λ。 (17)

在式 (17)中 ,λ=
2
T

ln R
w

- 2 r , 由 (17)式可知λ

≤ (θ-
zβ

T
) 2 , 否则式 (17)将无解 ;同时需要注意的

是 :在市场风险非中性前提下 ,理性投资者对末期的

期望收益应该大于全部投资到无风险债券所产生的

末期财富 ,因此一个合理的假设为 R > we rT , 并由

此成立λ > 0。对此 ,我们分两种情况进行分析。

①当λ = (θ-
zβ

T
) 2 时 ,有θ-

zβ

T
=ε> 0。此

时 ,当ε = ε0 = θ -
zβ

T
时 , f (πε) 取最小值

f (πθ-
zβ

T
) , 即最优投资比例如式 (18)所示。

π = πθ-
zβ

T
= (θ-

zβ

T
)

(σσT ) - 1 ( b - rI )
‖σ- 1 ( b - rI) ‖

。(18)

下面考察模型 (8) 在这种情形下的有效边界。

为此 ,将ε=ε0 代入式 (4) 和式 (7) ,经计算分析 ,可

知最优投资策略π=πθ-
zβ

T
对应的末期期望财富μ =

E[ W
π( t) ] 和在险收益 EaR 满足式 (19) 所示的关

系。
μ = E[ W

π( T) ] = wexp [ (ε0θ+ r) T ]

ε0θT + rT = ln[1 -
Φ( zα - ε0 T)

α ] = ln EaR
ω 。

(19)

经分析计算式 (19) ,解出ε0 =
ln (μ/ w) - rT

θT
,

并得到基于机会约束的均值 - EaR 问题的有效边

界 ,如式 (20)所示。

EaR (μ) = μ[1 -
1
α
Φ( zα -

ln (μ/ω) - rT

‖σ- 1 ( b - rI ) ‖ T
) ]。 (20)

在式 (20)中 ,μ > we rT 。

②下面考虑λ< (θ-
zβ

T
) 2 时的情形。此时 ,当

且仅当θ-
zβ

T
> 0 时式 (15)有解 ,如式 (21)所示。

0 < - (θ-
zβ

T
) 2 - λ + (θ -

zβ

T
) ≤ε ≤

(θ-
zβ

T
) 2 - λ+ (θ-

zβ

T
) 。 (21)

故此时约束条件等价于式 (21) 。

注意到 ,当 zα < 0 , 所以Φ( zα - ε2 T) 为ε的
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减函数 ,因此 f (πε) 随着ε的增大而增大 ,所以当ε

=ε1 = - (θ-
zβ

T
) 2 - λ+ (θ-

zβ

T
) 时 , f (πε) 取

最小值 f (π- (θ-
zβ

T
) 2 -λ+ (θ-

zβ
T

) ) , 此时最优投资比例如

式 (22)所示。

π = [ - (θ-
zβ

T
) 2 - λ + (θ -

zβ

T
) ]

(σσT ) - 1 ( b - rI )
‖σ- 1 ( b - rI ) ‖

。 (22)

由式 (22)可知 ,最优投资比例与情形 (1)完全类

似 ,我们也可以求得机会约束下的均值 — EaR 问题

的有效边界 ,如式 (23)所示。

EaR (μ) = μ[1 -
1
α
Φ( zα -

ln (μ/ω) - rT

‖σ- 1 ( b - rI ) ‖ T
) ] , (μ > we rT ) 。 (23)

综合 ①、②两种情形 ,可以发现 ,在市场风险非

中性的前提下 ,若模型 (8)有解 ,则其解是唯一的 ,且

可以统一表示成式 (24) 。

π =ε3 (σσT ) - 1 ( b - rI)
‖σ- 1 ( b - rI ) ‖

。 (24)

或者说 ,在不同的投资机会下 ,最优投资策略也

不同 ,但它们只相差一个常数倍数。同时 ,也可以看

到 ,最优投资策略只是通过θ = ‖σ- 1 ( b - rI) ‖与

风险证券产生联系 ,而与证券的个数没有明显的依

赖性 ,这与 Emmer 等[1 ]和李仲飞等[2 ]学者的观点一

致 ,此结论可以解释为一种共同基金定理。

3 　算例分析

设市场上只有一种股票和一种无风险债券在计

划期 [0 , T ] 内交易 ,其回报率分别为 b = 0112 和 r

= 0105 ,股票的标准差为σ= 012 ,并假设投资者的

初始财富 w = 1000 ,分别取置信水平α= 0105 ,β=

0185 ,此时 , Zα = - 1164 , Zβ = 1103 ,θ = ‖σ- 1 ( b -

rI ) ‖= 0135 ,
(σσT ) - 1 ( b - rI )
‖σ- 1 ( b - rI ) ‖

= 5。由上述讨论可

知 , 当 R ≤ wexp [
1
2

(θ T - zβ) 2 + rT ] =

1000exp [
1
2

(0135 T - 1103) 2 + 0105 T ] 时 ,模型

(8)有解。对于理性的投资者 ,其目标为追求终期财

富的最大化 ,因为考虑其期望的终期收益 R 取等

号 ,即 R = 1000exp [
1
2

(0135 T - 1103) 2 + 0105 T ]

时的情形 ,此时投资者最优投资策略为π = (θ -

zβ

T
)

(σσT ) - 1 ( b - rI )
‖σ- 1 ( b - rI ) ‖

= (0135 -
1103

T
) ×5。例如 ,当

T = 6时 ,有 R = 1370113 ,π = - 01352 ,这说明投资

者为了保证其第 5 期期末的财富不低于 1370113 的

概率在 0185 以上 ,其实施如下最优投资策略 ,即卖

空其初始财富 3512 %的股票 ,然后将所得与原先初

始资本全部投资于债券。又如当 T = 10 时 , R =

1653159 ,π= 01121 ,此时其投资策略应该为将其初

始财富的 1211 %投资于股票 ,而将剩余的 8719 %投

资于债券。
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Dynamic Ea R Investment Decision Model Based on Chance2constrained

Tan Zhongf u1 ,Xie Pinjie1 ,Li Xiaojun2

(1. Depart ment of Business Administ ration ,Nort h China Elect ric Power University ,Beijing 102206 ,China ;

2. China Sout hern Power Grid Co. ,Ltd , Guangzhou 510623 ,China)

Abstract : In t he standard Black2Scholes type financial market , t he dynamic EaR invest ment decision model wit h chance2const rained is estab2
lished ,in which t he risk portfolio is measured by t he EaR1 The optimal invest ment st rategy is discussed in terms of t he optimal constant rebal2
ance ,t he explicit expressions of efficient f rontier are obtained ,and t he met hod to solve t he model is illuminated by a numerical example1

Key words : chance2const rained ;earning at risk ;dynamic invest ment decision
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